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Elemanter Plastisite ve Limit Analiz
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1) Giris : Son yirmi sene iginde, bir gok Avrupa
memleketlerinde (Limit Analiz Metodu) veya ayni
manaya gelen (tagima giicii esasina dayanan metod)
ile yiik tagiyan eleman ve sistemlerin boyutlandirilma-
s1 (eb’atlandirilmasi) sik bahsedilen ve kullamlan bir
konu olmustur. Bu yazinin hazirlanmasinda (Mithen-
dislik Haberlerinde), Madrid Betonarme Kongresi do-
layisiyle citkmig bir makale, tegvik edici bir sebep ol-
mustur.(*) Asgagida takdim olunan incelemede ilk ev-
vel elémanter plastisiteye ait bazi problemler incele-
necek ve bundan sonra (Limit Analiz) veya (Tagima
Giicll) esasina gore (Boyut tayini — Eb’at tayini) ile
ne kast olunuyor? ve bu metodun dayandif1 gortig ne-
dir? gibi sorular cevaplandirilacak ve bazi problemler
halledilerek konuya son verilecektir.

2) Plastik Sekil Degisimi ve Kriterleri :

Kuvvetler tesiri altinda bulunan bir kati cisimde
baz1 gekil degisimlerinin meydana gelecegi ve bu kuv-
vetlerin zail olmas: halinde, sekil degisimi de zail olur-
sa, bu tip deformasyona (Elastik Sekil Degigimi) den-
digi malimdur. Sayet kuvvetlerin zail olmast (Bu ha-

le bogalma diyecegiz) geklinde gekil degisimi zail ol-

muyorsa bu sekil degigimine (Plastik $ekil Degigimi)
denir. :

Genel olarak milhendislikte kullanilan metal ve
metal alagimi (Halitasi) cinsinden malzemede (Elastik
ve Plastik Sekil Degigimleri) bir arada bulunur. Misal
olarak (Sekil : 1) de gbriilen celik bir cekme cubugu
icin elde edilmig bulunan (o , &) egrisi alinirsa geril:
menin o, ile gosterilen (akma simir1) ndan daha bii-
yiik bir degeri igin elde olunan e birim uzamasinin bir
kism: kuvvetin bogalmasi halinde zail olur ki buna (bi-
rim uzamamn elastik bilegeni) denir. Zail olmayan kis-
ma da (birim uzamamn plastik bilegeni) denir ve bu
bilegenler sira ile ¢ o V€ ep; ile gosterilirse :

&= %1+ Epl

olur, (Sekil : 1). Keza sekilde goriilldugi gibi elastik

Sekil — 1
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’ Metodu ile Boyut Tayini

smir agilarak bir (a) noktasina kadar cekilerek bogaltil-
mig bir cubuk bagtan yliklenecek olursa (virjin malze-
medeki)** o, akma smirmn (a) noktasindaki degere
kadar yiikseldigi goriiliir ki bu hadiseye (peklesme —
crouissage) dendigi de mal@imdur. Tatbikatta, hatta
giinliik hayatimizda metal smifindan malzemedeki bu
(plastik gekil degigimi Ozelliginden) sik sik faydala-
mrz. Meseld, egrilmig bir ¢ivinin diizeltilmesi, ¢elik
veya metal levhalarda delik agilmas, firketelerin bi-
kiilmesi v.s, gibi. Sekil : 1 in tetkikinden de goriilece-
gi gibi, elastisite simrindan dteye (¢, &) egrisinin gek-
li artik bir dogru degildir ve kompleks bir egriden
ibarettir.

Igte hesaplarda kolaylk olsun diye (Sekil : 1) de
gorillen (o , ). egrisi yerine, buna miimkiin mertebe
uyan ve benzeyen basit egriler alimr ki bu egrilerin
gosterdigi cisimlere (Ideal Cisim) denir, ve bunlar as-
Iinda tabiatta mevcut olmayan ve fakat dzellikleri ha-
kiki cisimlere benzeyen. cisimlerdir. (Sekil : 2) de a,
b, ¢, ve d egrileri ile belirtilen bazi ideal cisimler veril-
mig bulunmaktadir. Bunlardan a efrisi (peklegmeyen
rijit plastik), b egrisi (peklegen rijit plastik), ¢ egrisi
(peklegmeyen elasto-pléstik)' ve d egrisi (péklegen
elasto-plastik) malzemeyi gostermektedir.

ELASTO PLASTIK

RIJIT PLASTIK

—_—

=
® e. ©7 @7

® °
‘PEKLESMEYEN PEKLESEN PEKLESMEYEN  PEKLESEN
RIS - PLAS _ RiJ.~PLAS. ELAS. - PLAS.. ELAS.-PLAS.
Sekil : 2

Iste plastik gekil degisimi incelenirken, miihen-
dislikte cok kullanilan gelik metal ve ‘metal alagimlari
icin ¢ ve d tipi (ideal cisimleri), bu malzemenin
(0 , ¢) egrisine cok yakin olacagindan, tercihan bun-
lar kullamlacaktir, Bir boyutlu gerilme hali igin belir-
tilen bu hususlar iki ve li¢ boyutlu haller icin de bazi
genellegtirmeler yapilarak kullanilabiir, Ucgen gerilme
halinde pléstik gekil degigiminin baglangic1  (Guest)
kirilma teorisi ile bagladigr kabul edilir, Buna gore
iicgen gerilme halinde -, gerilmesi, basit kayma ha-
lindeki r, akma kayma gerilmesi egit olunca plastik’
gekil degigimi baglar. Yani kisaca plastisite gart: :

@y

Tmax —— Tf °
(*) Muhittin Tokoéz Avrupa Beton Komitesi, Tiir-
kiye Mithendislik Haberleri sayr 70, 1 Ocak 1961, sahife 18.
(**) Virjin malzemeden maksat (elastik simirdan bii-
yitk bir gerilme elde edilinceye kadar yliklenmig ve. sonra.
bosaltilmis olmayan) malzemedir. : . o
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dir.(*) Gerilme hali (Mohr) daireleri ile gosterllecek
olursa, plastik gekil deg1§1mm1n baglanglcma tekabul
eden hallerde, hep en digtaki (Bag dairenin) - = r,
dogrusuna teget olacaklari goriilitr. Sekil : 3, Keza

geklin tetkikinden, en kiiglik asal gerilme ¢, ve en bii-

yilk asal gerilme o ise (plastisite sartinn) o, ile

.40

Sekil — 3

gosterilen (asal gerilmeden miistakil) olacagl goriililr.

En evvel Fransiz bilginlerinden Tresca tarafindan ve-
rilen bu (1) gart: :
[ (Ul—ax) —472f'] [ (0’2"“63) _4Tf :I

[ (0;‘,_0':))'.:“‘ 451"f ] =g . . . . . (2)

geklinde ifade edilmig idi.- Sayet; kati cisim igindeki
herhangi'bir noktadaki gerilme hali, ¢1,0., Ve o, asal
gerilmeleri ile verilmis ise, kolaylik olmak iizere, ‘bu
noktalardaki gerilme halleri gekil : 4 de goriildiigii ‘gi-
"bi ier, o Ve oy karteziyen eksen . takiminda koordi-
natlari (o1, ¢, Ve ;) olan birer nokta ile karekterize
edilebilir. Bu duruma gore, (1) ve (2) ifadeleri ile ve-
rilmig plastisite gartin1 saglayan noktalar, gekilde: gé&-

Sekil — 4

rﬁlen bir altigen prizmatik ylizeyin yanal yijzlerinde

bulunur, ve yiizeyin ayirtlarmn dogrultman kosiniis: -

leri birbirine esit olup */v, diir, (Bu sonug (2) ifade-
sinin analitik geometriden faydalanarak yapilacak tef-
siri ile elde edilir). Bu prizmatik ylzeyin icine rastla-

(1) J. I. Guest : On the Strength of ductil Materials
under Combined. Stress Phil. Magazine, sér. 51, t. 50,900
sahife, 67.

(2) H. Tresca : Mémoire sur l'écoulemeni des corps

solides. (Mém. prés. par div sav., t. 18,1868 sahife 75, t. 20,

1872 sahife 169)
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yan noktalar (elastik gekil -degigimi bolgesini)

gbsterir, Digindaki noktalarii ise (peklesmeyen ideal

elasto - plastik) cisimler i¢in bir méanasi yoktur.

Ozel olarak g, = O diizlemi ile bu ylizeyin ortak ke-

sidi (Sekil :-5) de gorlilen altigeni verir, ¢ = O hali~
diizlem gerilme haline tekabiil eder ve bu hal icin- bu-

lunan altigene (Tresca altigeni) denir. Igindeki nokta-

lar (elastik sekil degigimine tekabiil eden gerilme hal-

lerini) verir, keza cevredeki noktalar (plastik gekil

degigimine tekabill eden gerilme hallerini) verir.

Oz

Or

; : o
- Or /" Oe '

Ok

Sekil : 5

Ozel olarak 5, — O noktasi basit ¢ekme halinde
plastik sekil degisimi baglangicini verir ki bu da bir
boyutlu halde (¢ == o) olmas: ile (o, basit cekme
halindeki akma smmiridir) plastik -gekil degigimim'n
bagladigin gosterir ki (r, = 74) §art1 da aym hu-
susu gosterir. Keza (o1 =—= O , 0» — o, noktasi ve
=0, 01— — o, Ve oy = o, , 01 = O basit c¢ekme:
ve basing hallerinde plastik gekil degisiminin baglama
gartint gostermektedir. Basitligi dolayis: ile gok- kulla-
mlan r = 7, plastiklesme gart1 yerine, bazan (Hu-
ber) (*) tarafindan evveld ileri siiriilmiis ve fakat ki-
taplarda (Misés plastiklesme) sarti(®) diye bahsedilen
plastiklesme sart: kullamilir, Bu sart, deformasyon sira-
sinda birim hacimdaki bir elemanin yaptigi (Distor-
siyon isi — Bicim degisimi igi) nin simirli bir = degere
-erismesi ile plastik sekil degisiminin baghiyacagin ile-
ri silrer, Yani, bu is Ag ile gosterilirse ¢: , 0. , oy asal
gerilmeleri ile verilmig bulunan bir ii¢cgen gerilme ha-
linde ; ’

1+ _

A, = [ (o1 — 02" + (61— o)* +

6E 5
(0‘1._ 03)7} e e e (3)

ifadesinin simirlh bir degere erigmesi ile plastik gekil

‘degisimi baghyor kabul edilir. Burada » biiztilme kat-

sayis1 olup (m) Paisson Kkatsayis1 olmak iizere
1 .

y — —— Q@ir, Plastik gekil degisimi i¢in Ag nin egit
m

3) M. T. Huber Czasopismo technizne 1904, Lwov
(Lemberg)

(4) Misés, R. Von : Mechanik der festen Korper im

. plastisch - deformablen Zustand, Nachr. d. Wissensch. zu

Goéttingen, Math. Phys. Klasse 19_13
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olacaqr smir deger, basit gekme halinde de hep ayni
olacaqindan ve basit ¢ekme halinde plastik gekil degi-

simi ¢ = o, olmas1 ile bagladigindan Pu hal igin yuka-
riki 3 ifadesindé ¢, — O, ¢:-=—= O ve 0» — o, konula-
rak basit cekme halinde :
14+
Ag~: azf
3E

bulunur. Su halde (Huber) tarafindan bulunmus olan
ve (Misés Plastiklegme gart: denen) gart, (3) ile (4) ii
kargilagtirarak : '
(0‘1 - 0‘2)2 + (0'2
bulunur. ‘
Sekil 4 de yapildig1 gibi o1 , ov , o; ile verilmig
iiggen gerilme hali; bir karteziyen eksen takimindan
kordinatlari o1, 0» Ve .0z Olan noktalar ile Dbelirtilecek
olursa, (5) ifadesi ile verilen (Misés) plastiklegsme sar-
tim saglayan noktalarin (Sekil : 6) da goriilen silin-
dir yilizey iizerinde bulunacagr  kolayca goriilebilir.
{Analitik geometriye miiracaat!). Bu duruma gore si-
lindir yiizeyin iginde bulunan noktalar (elastik sekil
degisimine) tekabiil eder, ve disindaki noktalarin (pek-
lesmeyen elasto-plastik) malzeme igin bir fizik méanasi
yoktur!

‘0'3)2 + (o1 — o)) =26 . . (B)

Sekil : 6

Ozel“olarak diizlem - gerilme hali -alinirsa meseld
o» = O hali icin (Sekil : 6) daki silindirin ¢ — dilz-
lemi ile ortak kesidi ahnirsa (Sekil : 7) deki ellips bu-
lunur ve bu ellipsin  denklemi, (5) denkleminde
o — O yazarak :

’ 1;12‘;—101 NG + o = 02f Y ()]
bulunur, sekil 7, Bu ellipsin icindeki noktalarin koordi-
natlar: elastik sekil degigimine tekabiil eden " gerilme
hallerini” Verir, ve cevresindeki noktalar - (plastik sekil
degisimine) ait gerilme hallerini gosterir. Diizlem geril-
me hali icin bulunmus (gekil : 5) deki (Tresca altige-
ni) ile hu ellips iist liste konulursa her iki (plastikleg-
me) kriterinin mukayesesi yapilmig olur, ve buradan
da goritlir ki basit ¢ekme ve basing hallerinden  her
iki (kriter) de aym: sonucu vermektedir, Keza asal ge-
rilmeleriri’ egit olmasina tekabiil eden gerilme hallerin-
de de iki kriter de aym sonucu vermektedir.
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Sekil : 7

iste, yukarida goriilen bu kriterlerden sonra (plas-
tik sekil degisiminin) diger Ozelliklerini de incelemek
icabeder ki agagida incelenecek elemanter problemlerde
kiullanilmiyacagindan burada temas edilmiyecektir(l).-

3) Egilme Halinde Plastik Sekil Degisimi :

a) 1Iki mesnede oturan. basit. kirislerde ‘simetrik

- egilme : \

(Simetrik Egilmeye) maruz kiriglerde gerilmenin
maksimom oldugu kesitte, egilme momenti maksi-
momdur, ve kesme kuvveti sifirdir. Bu itibar ile, Se-
kil : 8 de goriildiigii gibi, buradan alinacak prizmatik
pargalar, bir boyutlu gerilme halinde olup ya basit
cekmeye maruzdur veya basit basinca maruzdur, Bu

, V?,._l.

| .
| MOMENT Div.

MAKASLAMA Div

Sekil — 8

durumda elastik gekil degigimi ya.pm1§ bir kirigte ylk-
ler artacak olursa, bir an gelir ki (0)pax = o) olur.
Bu halde plastik gekil degisimi de baglar. Tabiatiyle
gerilmenin maksimom oldugu kesitte alinacak elemarn-

(1) Bu kisum icin Tiirkgede su ¢aligmaya miiracaat
ediniz : I. T. U. Makina Fakiiltesi konferanslan kitabi,
1958, (Orhan Unsag Plastik "gekil degigimi mekanizmas:
ve teorisi, sahife 93)- e

1



LGANUELEMELER

lar basit cekmeye veya basit basmea méruz kaldigin-
dan plastiklegsme kriterlerinden gerek Tresca kriteri ve
gerekse Misés kriteri Sekil : 7 de goriildiigii gibi aym
sonucu verecektir, yani (¢, . = o;) olmasi ile plastik
gekil degigsimi baghyacaktir. Bu hale tekabiil eden mo-
ment. degeri Mf ile gosterilirse-:

M,

amn.x

g — > 05 — —> M, =00, W. . (7
w
olur, Burada (W) kesit mukavemet momentidir, ve
Mf ile goOsterilen moment. degeri hususi bir énemi haiz-
dir, zird elastik simirin bitimine tekabiill eden yiikleme-
yi verir. Iste bu Mf momentine tekabiil eden ylikleme
af ile gosterilirse, yiliklemenin bu smr gegmesi halin-
de plastik gekil degisimi 'kirig icinde yayilacaktir, Bu
durum incelenirken elastik gekil degigiminde oldugu gi-
bi (Elasto-plastik) gekil degigimi safhasinda da defor-
masyon sirasinda (kesitlerin dlizlem kaldigi) kabul
edilir. Bu duruma gére M egilme momenti Mf i geger-
se, bu takdirde M
ve 2-2 gibi birbirinden birim mesafede iki kesit almir-
sa, tarafsiz eksenin iistiinde ve altinda ve birim uzun-

Sekil — 9

luktaki liflerin uzama ve kisalmasim 'téyin icin 2-2 ke-
siti bir oteleme hareketi ile-1-1 kesiti iizerine getirilir

ve gekil : 9b deki durum elde edilir, Bu uzama ve ki-

salmalar, birim uzunluktaki ve eksene parele liflerin

uzama ve kisalmalari oldugundan, dogrudan dogruya
Al

— ¢ birim uzama kisalmalar: olur. Keza gekil

1 .
degisimi sirasinda (kesitler dlizlem kalir) kabulii ya-
pildigindan . birim uzama ve kisalmalari tarafsiz ek-
senden itibaren lineer olarak yayilir, Gerilme dagiligi-
m bulmak icin, kiris malzemesine (¢ , &) egrisin-
den, bulunur ve ¢ lar hizasinda gosterilirse Sekil 9¢
deki gerilme dagilisi elde edilir. Hemen denge gartla-
rindan :

fodf =0 . ... (8
. £
ve )
foydf=M . . . . (9
£

bulunur, Burada (8) ifadesi tarafsiz ekseni tayine
yarar ve (9) ifadesi de egilme momentini verir, veya
‘egilme momenti mallim ise plé;stik bolgeyi verir.

' Misal : Sekilde goriilen kesit (Elasto-plastik) pek-
leymeyen malzemeden olup M == 104000 kg, ecm lik

18

1n tesir ettigi kesit hizasmda 1-1 °

egilme momentine maruzdur, o = 2000'kg/cm2 oldu-
gunu ve dikddrtgen kesit boyutlarr 4, X8  olduguna
gore plastik bélgeyi elastik bélgeden ayiran hattin ta-
rafsiz eksenden () mesafesini tAyin ediniz,

‘Cevap : Kesit simetrik oldugundan, bu elasto -
plastik sekil degigimi hali icin tarafsiz eksen, agirhk
merkezinden gecer ve (8) denklemini kullanmaga lii-
zum yoktur! ’

Sekil — 10

Plastik bolgenin (y) mesafesini tdyin igin  (9)
denklemi kullanilirsa :
4X (2x)*
foydf =M —— 104000 —
f . ‘ 6
. + 4 (4—x) (44x) 2000
bu ikinci derece denkleminden :
x = 3

. 2000 4

bulunur.

iste yukariki misalde goriildiigii gibi M egilme
momenti daha da artmakta devam ederse, kesit bag-
tan agag plastik -gekil degigimine maruz kalincaya ka-
dar M egilme momenti artmakta devam edebilir ve
neticede, peklesmeyen elasto-plastik malzeme igin Se-
kil : 11a daki gerilme dagiligi elde edilir ki, tatbikatta

bu sekil 11b deki gibi alinabilir,

Bu duruma gore, denge denkleminden izdiigiim
denklemi tatbik edilirse : , o
'ffo'df = ——> O'fFl — a'sz —O0
veya .
"y —F. . . ... (10
bulunur. Burada F: ve F, tarafsiz eksenin iist ve alt
taraflarinda. kalan kesit bdlgeleridir., Bu denklemden
faydalanarak tarafsiz eksen tayin edilir. Goruliiyor ki,
tarafsiz eksen (peklesmeyen elasto-plastik) malzeme
igin, kesiti tam plastik gekil degigimi olmasi halinde
F, ve F, gibi idantik iki kisma h8lmektedir.
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Keza, tam plastik gekil degigimi halinde, pekleg-
meyen elasto-plastik malzemede, egilme momentinin

bu degeri alabilecegi en biiyiik deger olup, denge denk- °

lemlerinden moment denklemi Sekil : 11b deki gerilme
dagihig1 i¢in yazihirsa :
) F
Mu — ff‘o’y af = Op -

g .. (A1)

2 :

bulunur. Burada M, ‘momentin bu en biiylik ‘degerini,
F kesit alanim, 5 gerilme diyagramindaki, basmc¢ ve
geltme bolgelerindeki bilegke kuvvetlerin manivela ko-
Tunu géstermektedir, Bu durum igin kesitin her yerin-
de gerilme o, oldugundan ¢ekme ve basing mintikala-
rindaki bilegkelerin tatbik noktalari, kesitin tarafsiz
eksenin list ve alt kasimlaridaki parcalarinin C: ve C,
agirhik merkezlen olur (Sekil : 11).

(Limit analiz metodu) veya (tagima giicii esdas1)
denen metoda goére kesit boyutu tiyininde bu M, to-
mentleri hususi bir Onemi haizdir, Dikdértgen kesit
icin Mu momenti :

bh h ‘bh?
M=o, . — . —= g —. . . (12
2 2 4 )
bulunur., $ekil : 12, Keza daire kesit igin :
’ a1t 8 r - 4
Mu = oy .« — - . - = .-;fr3 P (13)
2 3 T 3

olur. Sekil : 12, T§'te, (Limit analiz metodu ile kesit)
tayininin esasi, meseld kiriglerde bu M, momentini
hesap ederek bundan bir (n) emniyeti ile uzak kalmak
esasina dayanir, (yazinin 8. kismina miiracaat ediniz).

b= o -
i
| 5 o bh
. -
[ hr
RN
| P [
SR e — N
. i F2 — : L
e b —“_'_—_LQ-F_,' L 2 ol
Sekil — 12

Plastik gekil degisiminin buraya kadar olan ince-
lemede goriilen kismi, kesit icindeki duruma aittir, ya-
ni kesit icinde alinan entegral ile ihcelenen bir kigim-
- dir, - ' '

Tatbikatta, kirig uzunlugu boyunca plastik gekil
degisiminin yayilisimnin da bilinmesi hususi bir Shemi
haizdir, .

Misal olarak Sekil : 13 de gorillen dikddrtgen ke-
gitli kirigin iiniform ylikle yitklii oldugunu ve simetrik
egilme halinde elastik kalan bolgeyi plastik bolgeden
ayiran egrinin denklemini bulalim.

Sekilde secilen eksen takim igin, iihiform yayih

viik halinde, ortadan (y) mesafede bulunan bir kesitte-

ki M, egilme momentj :

—_—f— —*] . . . . (14
()

TURKIYE MUHENDISLIK HABERLERI - 1 MAYIS 1961

¥

‘Sekil — 13

ile ifade edilebilir. Dlger taraftan, ortadan (x) mesa-
fedeki bir kesitte, ‘Sekil : 13 de gorildtigii g1b1 plé.stlk
bolge smir: tarafsiz- eksenden y .inesafede bag)
9 No. ile gosterilen denge denklemindén faydalamrak
yukarki misalde goriildiigi gibi M, hesapflamrsa‘ :

b (Zy)?  h
M, = [,oydf = +b[—‘——'—y)
. 6 2
h .
_‘(__+'y'] b . . . (15)
5 v

bulunur. M_ yerine 14 ifadesindeki deferi vaz dlunutsa: '

q 2 by . K. )
wpt —[— — x —zat + bo | ——¥*
LFT 5 Uy ) ( 4
= . (16).
‘== Dbuifade x* ve y* ye gite tanzim olunursa :
lO_F | y2 | . < |
— =1, . .. QD
bh: it bh:  qP - '
Gy T ——— gp i — ——
4 8 4 8
b g/ a/:

bulunur ki bu da plastik mintikay: elastik mintikadan
ayiran egrinin bir (Hiperbol) olduguhu gdsteiir; .
Sekil : 14 de (q) niin cesitli degerleri i¢in plastik
bblgeler siyah olarak gbosterilrnig bulunmaktadir,, .
Sayet kirigin ortasinda yalniz bir minferit kuvvet
olsayd: elastik bolgeyi plastik biolgeden ayiran ég"ri;bir
(parabol) gosterecektir ve bu paraboliih denklemi, (15)

1 .
ifadesinde M;\, yerine, Mx = P/:. (— — x) ya‘.zara.k
elde edilir ve : 2

2bo, 2 bh? PI-
—_ y ___*[_-,r___):x S, 8y
3P P 4 4.
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